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Results & Discussion

Abstract
本研究利用邊界積分方程

(BIE)與邊界元素法 (BEM)求解
反平面力場中含圓形與橢圓形剛
性夾雜的問題。在BIEM/BEM

中，當問題尺寸在某一尺度時會
有解不唯一的問題，此尺寸稱之
為退化尺度。在退化尺度下，利
用負載參與係數 及有效參與
係數 來說明此解不唯一問題
為無窮多解 。本研究另一重
點為透過張量不變量的關係證明，
水平與垂直方向的應力平方和等
於切向與法向應力的平方和，可
透過位移場的法導微直接得到
SCF，結果也將與BEM做比較。

Conclusions 
1. 成功使用BIE搭配分離
核理論解析反平面力場含
剛性夾雜問題之退化尺度
與SCF。
2. 經由理論解析發現圓形
與橢圓形剛性夾雜的退化
尺度分別發生在半徑等於
1與半長軸和半短軸之和
等於2。
3. 利用負載參與係數
及有效參與係數 來說
明此解不唯一問題為無窮
多解。
4. 透過張量不變量的關係，
讓SCF可以更簡單獲得。
5. 將理論解析與BEM比
較，獲得相當一致的結果。
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負載參與係數 及有效參與係數 𝛼1(數值模擬)𝛽1 張量不變量
應力張量矩陣形式
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應力張量 的特徵值 定義為：𝜆𝜎𝑖𝑗
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結合張量不變量的關係式，我們可以得到：

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

3 3 13 23n mI    = + = +

在剛性夾雜的邊界條件下(𝜎𝑚3=0)，我們可以得到法
向剪力：
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The stress concentration factor versus scale.

Distribution of 𝛽1 in different number of element for 

circular rigid inclusion under anti-plane shear 𝜎𝑦𝑧.

Distribution potential field of circular inclusion under anti-plane 

shear 𝜎𝑦𝑧 for radius a=1.0001 by using the BEM (100 elements).Exact solution

Distribution of 𝛼1in different number of element for 

circular rigid inclusion under anti-plane shear 𝜎𝑦𝑧.

The minimum singular value versus scale by using the BEM. The stress concentration factor versus scale.

Distribution of 𝛽1 in different number of element for 

elliptical rigid inclusion under antiplane shear 𝜎𝑥𝑧.

Exact solution

The minimum singular value versus scale by using the BEM.

Distribution of 𝛼1 in different number of element for 

elliptical rigid inclusion under antiplane shear 𝜎𝑥𝑧 .

Distribution potential field of circular inclusion under anti-plane 

shear 𝜎𝑥𝑧 for radius a+b=2.0008 by using the BEM (100 elements).

由上述推導，得出一決定SCF更簡潔之公式。

在剛性夾雜的條件下，我們可以將線性代數系統表示成：

𝐴 Ӈ𝑥 = Ӈ𝑏

在退化尺度發生的情況下，A矩陣會奇異，我們可以將其
表示成：

其中，左酉矩陣𝛷 = Ӈ𝜙1 , Ӈ𝜙2 , … , Ӈ𝜙𝑁 ，右酉矩陣

𝛹 = Ӈ𝜓1 , Ӈ𝜓2 , … , Ӈ𝜓𝑁 ，奇異值𝜎1 ≤ 𝜎2 ≤ 𝜎3 ≤. . . ≤ 𝜎𝑁。

接著我們將向量 Ӈ𝑥與向量 Ӈ𝑏分別以 Ӈ𝜓𝑖與 Ӈ𝜙𝑖表示：

我們可以將線性代數系統改寫成：

由於退化尺度的關係，我們關注最小奇異值𝜎1(k=1)時的情況
，為了求得相應的𝛽1及𝛼1，我們將線性代數系統左右同乘 Ӈ𝜙1：

化簡後得到：

𝜎1𝛼1 = 𝛽1 , 𝛼1 =
𝛽1

𝜎1

𝛽1是 Ӈ𝑏的參數稱為負載參與係數，𝛼1是A矩陣的有效參與係數
， 𝛽1可以由下式求得：

Ӈ𝑏 ⋅ Ӈ𝜙1 = 𝛽1

由數值結果可知𝛽1=0，且本題 𝜎1=0 ，我們可以得到：

𝛼1 =
0

0

因此，我們得到此解不唯一問題為無窮多解
𝟎

𝟎
。

 

 

 

 

根據Fredholm二擇一定理可知：

𝛼1 =
𝛽1
𝜎1
, ቊ

𝛽1 = 0 →
𝛽1 ≠ 0 →

若 無限多解。
若 無解。
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