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Results

Abstract
本論文使用零場場邊界積分方程法（null-
field BIEM）求解含圓形孔洞之功能梯度材料
介質的反平面問題，本文所採用的功能梯度
材料剪力模數呈指數變化，且在無窮遠處受
一對剪應力(Remote shear)，透過變數變換，
位移場的控制方程式為典型的M o d i f i e d
Helmholtz方程式。因此即可利用零場邊界積
分方程法進行求解，搭配退化核函數，傅立
葉級數展開基本解與邊界密度，由於誤差來
源只有擷取項數的多寡，因此可得到半解析
解。最後也使用有限元素法(PDE Toolbox)做
其數值結果比對，其結果都一致吻合，除位
移場的比較之外，也對圓形孔洞邊界上的應
力集中因子（stress concentration factor）做
比較，針對不同非均勻空間變換參數（non-
homogeneous parameter）對其場量的影響。

Problem description
控制方程式 ⇒ 𝛻2𝑤 − 𝛽2𝑤 = 0, 𝑢 = 𝑒−𝛽𝑥𝑤

材料剪力模數的空間變化參數 ⇒ 𝜇 𝑥 = 𝜇0𝑒
2𝛽𝑥

邊界條件 ⇒ 𝑡 𝑥 =
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑛
= 0

閉合型基本解 ⇒ 𝑈 𝑥, 𝑠 = −𝐾0
1
𝛽𝑟

展開 ⇒ 𝑈 𝑥, 𝑠 =

𝑈𝑖 = −1

𝑛=0
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𝜀𝑛𝐼𝑛 𝛽𝜌 𝐾𝑛
1
𝛽𝑅 cos 𝑛 𝜃 − 𝜙 , 𝜌 < 𝑅
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𝑛=0

∞
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1
𝛽𝜌 𝐼𝑛 𝛽𝑅 cos 𝑛 𝜃 − 𝜙 , 𝜌 ≥ 𝑅

Discussion
在Beta=0時也就是均質的情況，而Beta=0.2為
功能梯度材料沿x方向進行變化。

Remote shear 在x方向時，隨著Beta變大，在
180度時位移會越來越大。
Remote shear 在y方向時，隨著Beta變大，在
90度及270度時位移會越來越大。

而我們的應力集中因子隨𝛽的變化，越來越
小，在180度時，應力集中因子隨𝛽的變化，
則是越來越大。且在有Beta時，為一在左半
部會變得相對密集，

Conclusions 
1. 在無限域單圓問題中，考慮Traction Free
邊界條件，在使用邊界積分方程來推導，
以及使用有限元素法(FEM)來驗證，在最
後的結果兩者相互吻合。

2. 在邊界積分方程法，我們只取41個點就
能得到較為準確的解，而在有限元素法，
我們則需取到117萬個節點數，甚至元素
數量多達235萬之多才能得到較為準確的
解，程式運算量相差許多。
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